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4Úmluvy a značení
N přirozená čísla
Q racionální čísla
R reálná čísla
R+ kladná reálná čísla
R+0 nezáporná reálná čísla
R\{0} reálná čísla bez nuly
D(f) definiční obor funkce f
Q2 kartézský součin Q×Q
R2 kartézský součin R× R
f(a) funkční hodnota v bodě a
[t, u] dosazení x = t, y = u do rovnice ze zadání
f2(x) f2(x) = f(x)2 =
(
f(x)
)2
{an} nekonečná posloupnost čísel a1, a2, . . .
dxe horní celá část (nejmenší celé číslo větší než x)
xn → x limn→∞ xn = x
H
(
[s, t], k
)
stejnolehlost se středem v [s, t] a koeficientem k
A ⊂ B A je podmnožinou B
λ(A) Lebesqueova míra množiny A
f−1 inverzní zobrazení k f
(8)
= k úpravě jsme použili rovnost (8)
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6KAPITOLA 1.
Úvod
Tato příručka k funkcionálním rovnicím si klade za cíl doplnit mezeru v české mate-
matické literatuře na dané téma. Text je určen pro studenty středních škol se zájmem
o příklady z prostředí matematické olympiády nebo přímo úlohy z okruhu funkcionálních
rovnic. Je stavěn tak, aby s ním mohl začít začátečník bez zkušeností a aby v něm poučení
našel i ostřílený kanonýr problémových úloh.
S ohledem na středoškolského čtenáře volíme raději názorný výklad. Pokoušíme se po-
užívat pojmy zažité a dobře známé ze střední školy, nové poznatky jsou názorně vysvět-
leny. Metodu postupu raději vysvětlíme na konkrétním příkladu, než abychom postup
formálně definovali. Obecné poučky jsou vždy doplněny ukázkami použití na úlohách.
Text lze studovat buď postupně (to doporučujeme zejména v případě prvního setkání s
funkcionálními rovnicemi), nebo přeskakováním na vybrané sekce, které na sebe příliš
nenavazují.
Úmyslně se vyhýbáme rovnicím s funkcemi na přirozených číslech, které patří spíše
do kategorie posloupností.
Ať už jste kdokoli, přeji Vám příjemný matematický požitek a hodně využitých nově
nabytých znalostí.
S pozdravem
František Konopecký
7KAPITOLA 2.
Seznámení s funkcionálními rovnicemi
Co je to funkcionální rovnice?
Funkcionální rovnice je rovnice, do které hledáme funkci f tak, aby f vyhovovala rov-
nici pro všechny zadané hodnoty proměnných. Příklady na funkcionální rovnice mohou
vypadat následovně.
Příklad 1. Najděte všechny funkce f : Q→ R splňující pro všechna x, y ∈ Q rovnici
f(x + y) = f(x) + f(y).
Příklad 2. Najděte všechny funkce f : R+ → R+, které vyhovují rovnici
f(x2) = x + f(y)− y
f(y)
.
Pro řešení je důležité důkladně pochopit, co vlastně zadání říká.
Výklad zadání příkladů
• najděte všechny funkce říká „nalezněte vyhovující funkce a ukažte, že jiné než Vámi
nalezené funkce už rovnici neřešíÿ
• funkce f : Q→ R mají definiční obor Q a obor hodnot je částí R
• funkce f : R+ → R+ říká, že definiční obor a funkční hodnoty jsou kladná reálná čísla
• splňující rovnici pro všechna x, y ∈ Q znamená „splňující pro všechny dvojice [x, y],
x ∈ Q, y ∈ Qÿ, tedy kupříkladu i dvojice [0, y], [x, x], neboli pro funkci f z příkladu 1.
platí
f(0 + y) = f(0) + f(y), pro všechna y ∈ Q,
f(x + x) = f(x) + f(x), pro všechna x ∈ Q,
a pokud bychom v zadání hledali funkci f : Q→ Q, můžeme dosadit i [f(x), y]:
f
(
f(x) + y
)
= f
(
f(x)
)
+ f(y), pro všechny dvojice [x, y] ∈ Q2.
Co všechno můžeme do rovnice dosadit vypráví kapitola „Užitečné hodnoty k dosa-
zeníÿ.
8Základní idea řešení funkcionálních rovnic
(velmi, skutečně velmi podrobně)
Základní ideou řešení je implikace „pokud f vyhovuje, tak splňuje následující vztahy
. . . ÿ. Často používáme obsáhlejší formulaci: „předpokládejme, že f(x) řeší zadanou funk-
cionální rovnici. Potom má toto řešení následující vlastnosti . . . ÿ Konkrétní vlastnosti
většinou získáváme speciálním dosazením za x a y. V příkladu 1. nám dosazení dvojice
[0, 0] poskytne informaci o hodnotě f(0):
f(0 + 0) = f(0) + f(0) ⇒ f(0) = 0.
Dosazení [
√
x, 1] v příkladu 2. dá
f((
√
x)2) =
√
x + f(1)− 1
f(1)
,
neboli pokud hledaná1 funkce f(x) vyhovuje2 rovnici f(x2) = x+f(y)− yf(y) , tak vyhovuje
i jejímu konkrétnímu dosazení [
√
x, 1], které určí, že funkce f(x) splňuje vztah
f(x) =
√
x + konst.
Ptáte se, proč platí f(1) − 1f(1) = konst.? V první implikaci „předpokládejme, že
máme nějaké řešení f(x) zadané rovnice, pak toto řešení splňuje . . . ÿ už vyhovující funkci
(jakože) máme, jen o ní ještě nic nevíme.3 Tato funkce má ale pevně danou hodnotu v
bodě 1, která se nemění, je konstantní. Proto je
f(1)− 1
f(1)
= konst.
Příklad by se dokončil dosazením funkce f(x) =
√
x + c do zadání, které ukáže, že
jediným řešením je funkce f(x) =
√
x. Podrobněji k ověřování řešení v následující kapitole.
1Pro jistotu ještě jednou na tomto místě připomenu, že je to funkce, co hledáme, ne kořeny rovnice.
2Funkce vyhovuje rovnici znamená, že se levá a pravá strana rovnice rovnají po dosazení libovolných
hodnot x a y z definičního oboru.
3Pro představu: jako když máte v pytli zajíce, ale ještě nevíte jak vypadá, můžete dloubáním zjišťovat,
jak rychle se vrtí, za jak dlouho se unaví, atd. Je to už ale konkrétní zajíc, který má danou barvu očí,
jež se nemění, ač ji vy neznáte.
9KAPITOLA 3.
Metody řešení
Hlavní metody řešení jsou dvě, metoda substituční a metoda Cauchyova.
Substituční metoda
Vhodnými substitucemi za proměnné x a y určíme tvar a vlastnosti řešení. Nejdříve
uvádíme jeden příklad podrobně, pak druhý stroze, ale pořád přesně.
Příklad 3. Najděte všechny funkce f : R→ R vyhovující rovnici
f(xy + 1) + f(x + y) =
(
f(x) + 1
)
(y + 1). (1)
Řešení. Předpokládejme, že jsme už nalezli funkci f vyhovující zadané rovnici pro
všechny dvojice [x, y] . Potom f splňuje vztah ze zadání i pro konkrétní dvojice tvaru
[0, x]:
f(0x + 1) + f(0 + x) =
(
f(0) + 1
)
(x + 1)
neboli
f(x) =
(
f(0) + 1
)
x + f(0) + 1− f(1). (2)
Vyjádříme hodnotu konstant4 f(0) a f(1). Zkusme dosadit dvojici [0, 0]:
f(0 + 1) + f(0 + 0) =
(
f(0) + 1
)
(0 + 1),
po úpravě f(1) = 1. Dosazením [0, 1] zjistíme, že f(0) = 0. Funkce může mít tedy tvar
f(x) =
(
f(0) + 1
)
x + f(0) + 1− f(1) = (0 + 1)x + 0 + 1− 1 = x.
Ale z ničeho zatím neplyne, že tento (už jediný možný) tvar vyhovuje5 zadání.
Proto je potřeba udělat zkoušku6. Zkouška:
L = f(xy + 1) + f(x + y) = (xy + 1) + (x + y)
P =
(
f(x) + 1
)
(y + 1) = (x + 1)(y + 1) = xy + 1 + x + y
L = P
4z předpokladu existence f plyne konkrétnost hodnot f(0) a f(1), akorát my ji ještě neznáme, a
ostatně proto ještě úlohu řešíme :)
5Zatím jsme pouze ukázali, že pokud existuje vyhovující funkce, tak vypadá takhle. Ještě ale nevíme,
zda opravdu existuje.
6Zkoušku provádíme tak, že zkusíme, jestli se při dosazení do funkce, která nám vyšla, rovnají levá a
pravá strana ze zadání.
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Jedinou funkcí splňující podmínky v zadání je f(x) = x.
Příklad 4. Nalezněte všechny funkce f : R+0 → R+ splňující f(x + y) = f(x) + y pro
každé x, y ∈ R+0 .
Řešení. Předpokládejme, že již máme nějakou funkci f řešící rovnici. Pak musí platit
(označíme si c = f(0) ∈ R+ a dosadíme x = 0 do zadání):
f(y) = c + y, kde c ∈ R+.
Naopak, dosadíme-li funkci f v takto zjištěném tvaru do zadání, zjistíme, že f(y) = c+y
řeší rovnici pro všechna c ∈ R+. Tím je úloha vyřešena.
Cauchyova metoda
Cauchyova metoda slouží k odvození tvaru řešení pro racionální čísla, často se dá z dalších
podmínek rozšířit na všechna reálná. Poslouží nám úvodní stěžejní příklad.
Příklad 5. Najděte všechny funkce f : Q→ R splňující pro všechna x, y ∈ Q rovnici
f(x + y) = f(x) + f(y).
Řešení. Předpokládejme, že máme nějaké řešení f této rovnice. Dosazením [0, 0] dospě-
jeme k f(0) = 0. Dosazením postupně
[
x, x
]
,
[
2x, x
]
, . . . ,
[
(n − 1)x, x] dostáváme pro
n ∈ N:
f(2x) = f(x + x) = f(x) + f(x) = 2f(x)
f(3x) = f(2x + x) = f(2x) + f(x) = 3f(x)
...
f(nx) = f
(
(n− 1)x + x) = f((n− 1)x)+ f(x) = nf(x). (3)
Zapamatujme si důležitý vztah f(nx) = nf(x). Upravujme podle něj hodnotu f(n) dvěma
způsoby:
f(n) = nf(1)
f(n) = f
(
m · n
m
)
= mf
( n
m
)
, m, n ∈ N
Složením těchto rovností dostáváme
f
(m
n
)
=
m
n
f(1), čili f(x) = xf(1) pro x ∈ Q+.
Dosazení [x,−x] poskytne vztah pro Q−: f(−x) = −f(x). Označme f(1) = c. Vzorec
pro naši funkci je tedy f(x) = cx a zkouška ukáže, že je skutečně pro x ∈ Q a c ∈ R
vyhovujícím řešením.
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K řešení pomocí Cauchyovy metody často pomáhá, že je funkce monotónní nebo spo-
jitá. Spojitost je matematicky definována v Kapitole 5., její využití si ale předvedeme
hned na následující Větě.
Věta 1. Nechť spojitá funkce f : R→ R splňuje pro všechna x ∈ Q předpis f(x) = g(x),
kde g(x) je konkrétní spojitá funkce R→ R. Pak platí f(x) = g(x) pro všechna x ∈ R.
Příklad 6. Najděte všechny spojité funkce f : R→ R vyhovující rovnici
f(x + y) = f(x)f(y).
Řešení. Předpokládejme, že máme nějaké řešení f této rovnice. Je–li pro nějaké t reálné
f(t) = 0, pak volbou [x− t, t] dostáváme f(x) = f(x− t+ t) = f(x− t)f(t) = 0 pro každé
x ∈ R. Dále se tedy budeme zajímat jen o nenulová řešení. Předně pro každé x ∈ R platí
f(x) = f(x2 +
x
2 ) = f(
x
2 )f(
x
2 ) =
(
f(x2 )
)2
> 0. Funkce f(x) nabývá tedy všude kladných
hodnot. Indukcí jako v předchozím příkladě ukážeme
f(nx) = f(x)f
(
(n− 1)x) = · · · = (f(x))n = fn(x) pro n ∈ N a x ∈ R.
Tento vztah opět dvakrát užijeme v úpravě výrazu f(nx):
f(nx) = fn(x)
f(nx) = f
(
m · n
m
x
)
= fm
( n
m
x
)
, n,m ∈ N, x ∈ R.
Porovnáním pravých stran rovností získáme klíčový vzorec f
(
n
mx
)
= f
n
m (x). Dosazením
x = 1 obdržíme pro kladná racionální čísla q vztah f(q) = fq(1). Dvojice [0, 0] zasazená
do zadání poskytne f(0) = f2(0) > 0, čili f(0) = 1, a dvojice [x,−x] dá 1 = f(0) =
f(x − x) = f(x)f(−x). Proto f(−q) = 1f(q) = 1fq(1) = f−q(1) pro q ∈ Q+. Při označení
f(1) = c ∈ R+ jsme tímto ukázali vzorec f(x) = cx pro všechna x ∈ Q. Definujeme-li
nyní funkci g(x) = cx pro x ∈ R, pak je f(x) = g(x) pro všechna racionální čísla x a
za předpokladu spojitosti dostáváme podle Věty 1., že f(x) = cx i pro všechna x reálná.
Dosazením do zadání se snadno ověří, že f(x) = cx je skutečně řešením dané rovnice pro
všechna c > 0.
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KAPITOLA 4.
Základní tipy a triky
Užitečné hodnoty k dosazení
Nenechte se vázat tím, že x, y jsou reálné proměnné. Za tyto proměnné můžete dosa-
zovat prakticky cokoli, co dá ve výsledku reálné číslo. Tedy například dosazení x = t2 je
korektní, protože pro t reálné je t2 také reálné číslo. I dosazení x =
√
t je korektní - za
podmínky t ≥ 0.
Příklad 7. Najděte všechny f : R→ R, které vyhovují rovnici
f(x− y2) = f(x)− y2.
Řešení. Řešení rozdělíme případy x ≥ 0 a x < 0.
Případ x ≥ 0: Dosazení y = √x dá f(x− (√x)2) = f(x)− (√x)2, po úpravě f(x) =
x + f(0).
Případ x < 0: Dosazením dvojice
[
0,
√−x] dostaneme
f
(
−(√−x)2) = f(0)− (√−x)2
f
(−(−x)) = f(0)− (−x)
f(x) = f(0) + x.
Pro oba případy x ≥ 0 i x < 0 jsme obdrželi stejný tvar f(x) = f(0) + x, proto tento
vzorec platí pro všechna x ∈ R. Zkouška ukáže, že nalezenému řešení vyhovují všechny
hodnoty f(0) ∈ R.
Množství speciálních výrazů, které jde dosadit je však mnohem širší, než se zdá. Pro
konkrétní t je i hodnota f(t) reálná, proto je dosazení x = f(t) v pořádku.
Příklad 8. Najděte všechny funkce f : R→ R splňující
f
(
y − f(x)) = f(y)− f(f(x))+ f(x)− x.
Řešení. Dosadíme y = f(x):
f
(
f(x)− f(x)) = f(f(x))− f(f(x))+ f(x)− x,
po úpravě f(x) = x + f(0). Zkouškou se ověří, že všechna řešení jsou skutečně ve tvaru
f(x) = x + c, c ∈ R.
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Pokud si už zkoušením ověříme, že nějaká funkce vychází například f(x) = x2, je
užitečné si zavést v rovnici substituci7 f(x) = x2 + g(x), protože se mnohem snáze
dokazuje, že je nějaká funkce 0, než že je x2.
Ukážeme si to na jednom jinak velmi obtížném příkladu.
Příklad 9. Najděte všechny funkce f : R → R takové, že pro každou dvojici x, y ∈ R
platí
f
(
x + f(y)
)
= f(x) + f2(y) + 2xf(y). (3)
Řešení. (podle Myrega Klimoše) Zkoušením nám vyjde, že je funkce f(x) = x2 řešením.
Zvolme substituci f(x) = x2 + g(x). Po dosazení dostaneme
g(x) = g(x + y2 + g(y)), pro všechna x, y ∈ R. (4)
To znamená, že g je periodická funkce pro všechny periody délek y2 + g(y). Pokud je
y2 + g(y) = 0 pro všechna y ∈ R, tak je g(y) = −y2 a f(y) = y2 + g(y) = 0.
Předpokládejme teď naopak, že existuje perioda nenulové délky, označme ji p. Dosaďme
do (4) dvojici [x, y + p] a [x + p(p + 2y), y]:
g(x) = g(x + (y + p)2 + g(y + p)) = g(x + (y + p)2 + g(y)) =
= g(x + p(p + 2y) + y2 + g(y)) = g(x + p(p + 2y)).
Je vidět, že i p(p + 2y) je periodou pro každé y. To znamená jediné - protože p 6= 0,
nabývá p(p + 2y) všech hodnot, tudíž g(x) = g(y) pro všechna x, y ∈ R, tedy g(x) je
konstantní. Odtud už snadno
g(x) = c ⇒ f(x) = x2 + g(x) = x2 + c.
Zkouškou se lehce ověří, že funkce f(x) = 0 a f(x) = x2 + c jsou skutečně řešením.
Symetrický výraz na jedné straně
Symetrický výraz je výraz, který se nezmění, pokud zaměníme proměnné x a y. Na-
příklad
f(x) + f(y), f(xy), f(f(x)f(y))
jsou symetrické výrazy, protože
f(x) + f(y) = f(y) + f(x),
f(xy) = f(yx),
f(f(x)f(y)) = f(f(y)f(x)).
7Touto substitucí nám vznikne nová rovnice s hledanou funkcí g(x), o které budeme intuitivně tušit,
že by měla být nulová, což se už většinou snadno dokazuje.
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Pokud máme na jedné straně rovnice symetrický výraz v proměnných x, y, tak z rovnosti
s druhou stranou rovnice plyne, že můžeme zaměnit proměnné i na druhé straně.
Příklad 10. Najděte všechny funkce f : R→ R, které splňují rovnici
f
(
f(x) + f(y)
)
= f(x) + y.
Řešení. Výraz f
(
f(x) + f(y)
)
je symetrický, proto platí
f(x) + y = f(f(x) + f(y)) = f(f(y) + f(x)) = f(y) + x.
Odtud
f(x) + y = f(y) + x
a po dosazení x = x, y = 0 ze vztahu f(x) = x+ f(0) rovnici snadno vyřešíme. Výsledek:
f(x) = x.
Příklad 11. Najděte všechny funkce f : R→ R splňující pro všechna x, y ∈ R rovnici
f(f(x)f(y)) = f(xy) + f(x) + y.
Řešení. Levá strana je symetrická, rovnost se proto zachová i po prohození proměnných
na pravé straně, a tedy
f(xy) + f(x) + y = f(yx) + f(y) + x,
což vede opět na f(x) = x+f(0). Dořešení je triviální – rovnici nevyhovuje žádná funkce.
Vytvoření soustavy rovnic
K řešení často pomáhá, že vytvoříme soustavu rovnic dosazováním vhodných hodnot.
Příklad 12. Najděte všechny funkce f : R→ R takové, že vyhovují rovnici
f(x + y)− 2f(x− y) + f(x)− 2f(y) = y − 2.
Řešení. Dosaďme dvojice [0, y] a [0,−y]:
−f(y)− 2f(−y) = y − 2− f(0)
−2f(y)− f(−y) = −y − 2− f(0).
Vynásobíme druhou rovnici / · 2 a odečteme od první. Dostaneme 3f(y) = 3y+ 2 + f(0).
Po dosazení do původní rovnice a zkoušce vyhovuje jediné řešení f(y) = y + 1.
S tímto trikem, kdy vytvoříme další rovnici, se dají řešit i zdánlivě neúplné funkcionální
rovnice.
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Příklad 13. Najděte všechny funkce f : R→ R řešící rovnici
f(x) + xf(−x) = (1− x) sinx, x ∈ R.
Řešení. Dosaďme x = t a posléze x = −t:
f(t) + tf(−t) = (1− t) sin t
f(−t)− tf(t) = (1 + t) sin−t.
Pronásobme druhou rovnici (–t):
f(t) + tf(−t) = (1− t) sin t
t2f(t)− tf(−t) = (1 + t)t sin t.
Po sečtení
(1 + t2)f(t) = ((1− t) + (1 + t)t) sin t,
a po úpravě konečně
f(t) =
1 + t2
1 + t2
sin t = sin t.
Zkouška ukáže, že f(x) = sinx je skutečně řešením.
Nakonec jedna netradiční úloha
Ne všechny úlohy se dají řešit postupným dosazováním vhodných hodnot a vyvozováním
tvaru funkce, někdy musíme řešení uhodnout a následující příklad ukazuje, že vyhovující
funkce nemusí vůbec vypadat obvykle.
Příklad 14. Najděte nelineární zobrazení8 f : R → R, které se nezmění, pokud ho
libovolněkrát složíme, tedy pro všechna n ∈ N platí
f
(
f(. . . f(x) . . . )
)︸ ︷︷ ︸
n krát
= f(x).
Řešení. Jedním z řešení je funkce
f(x) =
 0, pro x ≤ 0,x, pro x ∈ (0, 1),1, pro x ≥ 1.
Graf vypadá následovně:
8zobrazení, pro které neplatí f(x) = ax + b, pro nějaká a, b ∈ R
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1
1
f(x)
x
y
Je vidět, že f(x) ∈ 〈0, 1〉 pro x ∈ R. Dále z f(x) = x pro x ∈ 〈0, 1〉 plyne f(f(x)) =
f(x) a indukcí obržíme platnost vztahu ze zadání. Tím ale výčet vyhovujících funkcí
rozhodně nekončí, na následujících obrázcích jsou grafy dvou dalších. Zkuste si rozmyslet,
proč vyhovují.
1
1
f(x)
x
y
1
1
f(x)
x
y
0
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KAPITOLA 5.
Základní vlastnosti funkcí
Jsou vlastnosti funkcí, které výrazně pomáhají při řešení, mnohdy se řešení bez ozna-
čení funkce za prostou, bijekci, nebo třeba rostoucí vůbec neobejde. Vlastnosti funkcí
poskytují velmi užitečné implikace jako(
rostoucí & f(f(y)) = f(y)
)
⇒ f(y) = y(
prostá & f(x) = f(y)
)
⇒ x = y(
nezáporná & f(x) = ± x2
)
⇒ f(x) = x2
Motivační příklad. Najděte všechny prosté funkce splňující rovnici
f(f(x + y)) = f(f(x)ey).
Řešení. Protože je funkce prostá, plyne z rovnosti funkčních hodnot i rovnost argumentů
f(x + y) = f(x)ey.
Dosazením x = 0 dostáváme tvar možného řešení f(y) = c ·ey, které vyhovuje zadání pro
c ∈ R\{0} (pro c = 0 není f prostá).
Seznam vlastností funkcí
K řešení často pomáhají známé vlastnosti funkcí, ty užitečné uvádíme zde. Funkce může
být
(a) sudá, resp. lichá: platí f(x) = f(−x), resp. f(x) = −f(−x) pro všechna x ∈ D(f)
(b) rostoucí, resp. klesající: pro libovolná x < y je f(x) < f(y), resp. f(x) > f(y)
(c) nezáporná (nebo kladná): f(x) ≥ 0 (nebo f(x) > 0)
(d) prostá: funkce nenabývá žádné hodnoty vícekrát než jednou (x 6= y ⇔ f(x) 6= f(y))
(e) na: funkce nabývá všech hodnot aspoň jednou
(f) bijekce: funkce nabývá všech hodnot právě jednou (každému x z definičního oboru
náleží právě jedno f(x) z oboru hodnot)
(g) periodická: pro nějaké p (kterému říkáme perioda) a všechna x platí f(x) = f(x+p)
(h) spojitá: zjednodušeně řečeno jde její graf nakreslit jedním tahem; matematická
definice:
∀a ∈ D(f)∀ε > 0∃δ > 0 : ∀x ∈ (a− δ, a + δ) platí |f(x)− f(a)| < ε.
18
Tyto vlastnosti ve složitějších úlohách velmi pomáhají, nebo jsou dokonce nutným
krokem k řešení. Rozeberme si jejich hlavní výhody a úlohy při řešení.
ad (a). Sudost nebo lichost ulehčuje práci na polovinu, pokud je potřeba řešit rovnici
zvlášť pro kladná a záporná čísla.
Příklad. Víme, že je funkce lichá a že pro ni platí f
(√
x
)
=
√
x pro x ∈ R+0 . Odtud
snadno dosazením x = y2 dostaneme f(y) = y, y ∈ R+0 a pomocí lichosti f(−y) =
−f(y) = −y. Takže pro všechna z reálná dostáváme f(z) = z.
ad (b). Růst a klesání funkce jsou velice důležité, protože můžou v úlohách řešených
pomocí Cauchyovy metody nahradit spojitost . Také z nich plyne, že je funkce prostá.
Významná je i jejich slabší varianta9 x < y ⇒ f(x) ≤ f(y), resp. f(x) ≥ f(y), která
taktéž může nahrazovat spojitost , ale už neříká, že je funkce prostá. Navíc platí, že pokud
je funkce f : R → R zároveň na a rostoucí, tak je spojitá. Pokud je funkce neklesající
nebo nerostoucí, říkáme jí monotónní.
Příklad. Funkce je rostoucí a platí pro ni f(x + y) = f(x) + f
(
f(y)
)
. Dosazení [0, 0]
dá f
(
f(0)
)
= 0. Pokud nyní f(0) > 0, tak10 f(f(0)) > f(0), což je spor s f(f(0)) = 0.
Ze stejného důvodu nejde f(0) < 0, tudíž musí být f(0) = 0. Dosazení [0, y] do původní
rovnice dá teď f(y) = f(f(y)). Protože fakt, že je funkce rostoucí, říká i to, že je f prostá,
platí při rovnosti funkčních hodnot f(y) = f
(
f(y)
)
i rovnost argumentů y = f(y), konec.
ad (c). Nezápornost se zkrátka může hodit :). Například víte–li, že f(x) = ±x2, tak
nezápornost rovnou vyloučí jeden případ.
ad (d). Pro prostou funkci platí implikace f(a) = f(b) ⇒ a = b, přičemž a a b
můžou být i výrazy. Pokud je funkce11 zároveň na, dostáváme, že je bijekcí.
Příklad. Mějme prostou funkci f splňující vztah
f(x) = f(x + y2 + f(y)).
Protože se rovnají funkční hodnoty, rovnají se i argumenty, a ze vztahu x = x+y2 +f(y)
dostáváme f(y) = −y2.
ad (e). Pokud je funkce na, tak pro každé x (z oboru hodnot) existuje y takové, že
f(y) = x. Pokud je funkce zároveň prostá, je to bijekce.
Příklad. Funkce f : N → N je na (všechna přirozená čísla) a platí pro ni f(t2f(s)) =
sf(t)2. Úkolem je ukázat, že f(1) = 1. Dosazení [s = n, t = 1] dává f(f(n)) = nf(1)2.
Protože f(n) nabývá všech hodnot z N, máme rovnost množin{
f(1), f(2), f(3), . . .
}
=
{
1, 2, 3, . . .
}
= N,
a v důsledku i {
f
(
f(1)
)
, f
(
f(2)
)
, f
(
f(3)
)
, . . .
}
= N.
9Neklesající a nerostoucí funkce.
10Přesně aplikujeme definici růstu x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).
11na obor hodnot
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Proto je {
nf(1)2
}
n∈N
=
{
f
(
f(n)
)}
n∈N
= N, a dostáváme f(1) = 1.
ad (f). Bijekce v sobě zahrnuje vlastnosti prosté funkce a na, je v ní tedy dvojí síla
obou vlastností.
Příklad. Najděte všechny bijekce f : R→ R vyhovující rovnici
f
(
f(x) + f
(
f(y)
))
= f
(
f
(
f(x)
)
+ f(y)
)
.
Protože je funkce f prostá, dostáváme z rovnosti funkčních hodnot rovnost argumentů
f(x) + f
(
f(y)
)
= f
(
f(x)
)
+ f(y).
Protože je f na obor hodnot R, existuje pro každé z ∈ R takové y, že f(y) = z. Proto
můžeme zavést substituci f(y) = z, která rovnici převede na
f(x) + f(z) = f
(
f(x)
)
+ z.
Volbou x = 0 vychází tvar f(z) = z + c. Zkouška ukáže, že tato funkce vyhovuje zadání
pro všechna c ∈ R.
ad (g). Periodičnost dokáže v mnoha případech zajistit, že je funkce konstantní. Na-
příklad z monotónnosti a periodičnosti dostáváme ihned konstantnost. I v mnoha dalších
případech plyne z periodičnosti pomocí dalších podmínek, že je funkce konstantní.
Jak můžeme dostat periodičnost? Pokud uhodneme, že řešením nějaké rovnice je funkce
f(x) = x2, tak substitucí f(x) = g(x) + x2 už zbyde dokázat jen g(x) = 0, což se vždy
dokazuje lépe, než původní tvar. Mnohdy nám právě touto substitucí vyjde vztah pro
periodičnost. Ještě podotkněme, že pokud je funkce periodická se všemi délkami period
p ∈ R, tak je konstantní. Užití periodičnosti najdete v Příkladu 9.
ad (h). Jak bylo vidět v Příkladu 6., řešeném pomocí Cauchyovy metody, hodí se
spojitost při rozšíření z nějaké husté číselné množiny na množinu R. Touto hustou
číselnou množinou mohou být všechna racionální čísla, všechna iracionální čísla, zlomky
ve tvaru a/2b, kde a ∈ Z, b ∈ N, atd. Další pěkná aplikace spojitosti je spolu s prostostí:
pokud je f prostá a spojitá (na nějakém intervalu, třeba celé R), tak je buď rostoucí
anebo klesající.
Příklad. Funkce f : R → R je spojitá a pro všechna racionální čísla p ∈ Q splňuje
rovnici f(p) = p2. Máme ukázat, že f(x) = x2 pro všechna x ∈ R. Při řešení buď
použijeme přímo Větu 1., nebo aplikujeme definici spojitosti: Předpokládejme pro spor,
že existuje x0 ∈ R, pro které f(x0) = x20 + c, kde c 6= 0. K ε = c/3 najdeme δ1 z definice
spojitosti f a δ2 z definice spojitosti x2. Volme δ = min{δ1, δ2} a nalezněme racionální
p ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Nyní
c = |f(x0)− x2| ≤ |f(x0)− f(p)|+ |f(p)− p2|+ |p2 − x2| ≤ ε + 0 + ε = 2c3 ,
20
spor.
x0
f(x0)
f(p)
c
p
Cvičení na vlastnosti funkcí
Nyní následuje několik cvičení na předchozí užitečné vlastnosti.
Cvičení 15. Ukažte, že
(i) ze vztahu f(x + y) = f(x) + f(y), x, y ∈ R, vyplývá, že je f(x) lichá.
(ii) ze vztahu
(
f(x+ y)− f(x− y))2 = f(x)f(y), x, y ∈ R, lze odvodit, že f(x) je sudá.
(iii) ze vztahu
(
f(x) + f(y)
)(
f(u) + f(v)
)
= f(xu− yv) + f(xv+ yu) pro x, y, u, v ∈ R,
plyne, že f(x) je sudá. Nápověda k (iii): x = 0, u = 1, v = 1
Cvičení 16. Ukažte, že z každého z následujících bodů plyne, že je funkce f(x) rostoucí,
a tedy prostá (u (iii) jen neklesající):
(i) R+ → R+ : f(xf(y)) = f(xy) + x.
(ii) Q+ → Q+ : f(x + f(x)y) = f(x)f(y) a f(x) > 1
(iii) R+ → R : f(x2 + y2) = f(x2) + f2(y)
Cvičení 17. Ukažte, že z každého z následujících bodů plyne, že je funkce f(x) prostá,
u (ii) a (iii) že je bijekcí:
(i) R+ → R : f(x2 + y2) = f(x2) + f2(y)
(ii) R→ R : f(x2 + f(y)) = y + (f(x))2
(iii) Q+ → Q+ : f(xf(y)) = f(x)/y
Cvičení 18. Vyřešte na R funkcionální rovnici f(x + y) = f(x) + f(y), když víte, že:
(i) f(x) je neklesající
(ii) f(x) je omezená na nějakém intervalu (a, b)
Cvičení 19. Vyřešte na R funkcionální rovnici f(x + y) = f(x)f(y), když víte, že:
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(i) f(x) je neklesající
(ii) f(x) je spojitá na nějakém intervalu (a, b)
(iii) f(x) je periodická a f(x) > 0
Cvičení 20. Vyřešte funkcionální rovnici f
(
f(y)
)
= y, je-li známo, že
(i) funkce je rostoucí
(ii) f je neklesající a bijekce
(iii) f je neklesající
Cvičení 21. Vyřešte funkcionální rovnici f
(
x2 + f(y)
)
= y + f(x)2 víte–li, že
(i) f(0) = 0 a f je rostoucí
(ii) f(0) = 0, f je spojitá a bijekce
Cvičení 22. Dokažte:
(i) funkce periodická podle všech možných délek period je konstantní
(ii) funkce f : R→ R rostoucí a na je spojitá
(iii) prostá a spojitá funkce definovananá na nějakém intervalu je buď rostoucí nebo
klesající
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KAPITOLA 6.
Časté chyby při řešení
Při řešení funkcionálních rovnic se často dopouštíme chyb z neznalosti nebo z malého
zažití pojmů. Uvedu zde několik krátkých řešení příkladů, ve kterých budou záměrně
chyby. Zkuste je najít a poté konzultovat komentář na konci.
Příklad 23. Najděte všechny funkce f : R→ R takové, že pro každou dvojici x, y ∈ R
platí
f
(
x + f(y)
)
= f(x) + f2(y) + 2xf(y).
Řešení. Dosazením [0, y] získáme vztah f
(
f(y)
)
= f2(y) + f(0). Je f(y) ∈ R, proto
můžeme volit substituci x = f(y), a tedy
f(x) = x2 + c, kde x ∈ R a c je reálná konstanta.
Zkouškou ověříme, že funkce f(x) = x2 + c je skutečně řešením pro každou konstantu
c ∈ R.
Příklad 24. Nalezněte všechny monotónní funkce f : R+ → R+ vyhovující pro všechna
x, y ∈ R+ funkcionální rovnici
f(xy) · f
(
f(y)
x
)
= 1. (5)
Řešení. Dosazením [1, y] získáme vztah
f
(
f(y)
)
=
1
f(y)
.
Po substituci x = f(y) z něj obdržíme f(x) = 1x . Tato funkce po dosazení do zadání
vyhovuje, navíc splňuje podmínku monotónie, proto je jediným řešením.
Příklad 25. Najděte všechny funkce f : R+ → R takové, že pro každé x z definičního
oboru splňuje
x3f3(x) + 1 = xf(x)
(
1 + xf(x)
)
. (6)
Řešení. Snadnou úpravou rovnice obdržíme
(xf(x)− 1)2(xf(x) + 1) = 0.
Proto pro každé x platí
f(x) =
1
x
nebo f(x) = − 1
x
.
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Dosazením obou funkcí do zadání zjistíme, že obě funkce f(x) = 1x a f(x) = − 1x vyhovují
a jsou díky provedeným krokům jedinými řešeními zadané rovnice.
Příklad 26. Najděte všechna řešení f : R→ R funkcionální rovnice
f(x2 + y) + f(f(x)− y) = 2f(f(x)) + 2y2, kde x, y ∈ R. (7)
Řešení. Zkusme dosadit [x, f(x)] a [x,−x2].
f
(
x2 + f(x)
)
+ f(0) = 2f
(
f(x)
)
+ 2f(x2),
f(0) + f
(
f(x) + x2
)
= 2f
(
f(x)
)
+ 2x4.
Odečtením dostáváme
2f2(x) = 2x4, neboli f(x) = ± x2.
Řešením tedy už mohou být jen dvě funkce: f(x) = x2 a f(x) = −x2. Zkouškou snadno
ověříme, že jedinou vyhovující funkcí je funkce f(x) = x2.
V prvních dvou příkladech této sekce je základní chybou substituce x = f(y).
Proberme si dopodrobna postup. Vztah f
(
f(y)
)
= f2(y) + f(0) skutečně ještě funguje
a platí pro všechna y ∈ R. Funkce je zadána jako f : R → R, což znamená, že oborem
hodnot jsou reálná čísla, ale nevíme která. Pro konstantní funkci f(x) = c by bylo oborem
hodnot jediné číslo c. Pro funkci sinx, která je také R→ R, by byl oborem hodnot interval
[−1, 1]. V tomto příkladě netušíme o oboru hodnot nic, proto nám ani vztah f(x) = x2+c,
kde x je z oboru hodnot, nic bližšího neřekne a prakticky nic neznamená. Například funkce
f(x) = 0 řeší rovnici a pro svůj definiční obor splňuje rovnost f(x) = x2 + c.
Totéž platí v příkladě s rovnicí (5). Ten řeší pro názornost i funkce f(x) = 1, kteréžto
obor hodnot je {1} a která pro x ze svého oboru hodnot rovnici f(x) = 1/x bez výjimek
vyhovuje, ale vůbec to neznamená, že tento vztah platí pro všechna x ∈ R.
Ve třetím a čtvrtém příkladu je základní chybou myšlenkový skok od rovnosti
f(x) = ±1/x, která je splněna pro každé x, k úsudku, že jedinými dvěma řešícími funkcemi
jsou funkce f(x) = 1/x a f(x) = −1/x. Tady můžeme vzít na ukázku například funkci
f(x) =
{ 1
x , pro x ∈ (0, 1),
− 1x , pro x ∈ [1,∞).
Tato funkce splňuje rovnici (6) pro každé x, přitom není její předpis ani f(x) = 1/x, ani
f(x) = −1/x. Prozradíme ještě, že funkcionální rovnici vyhovuje každá funkce, která je
nějakou kombinací funkcí f(x) = 1/x a f(x) = −1/x.
V posledním příkladu
(
s rovnicí (7)
)
je stejná špatná úvaha jako v předchozím příkladu,
avšak není tolik vidět, že je špatná, protože jediným řešením je skutečně funkce f(x) = x2,
k čemuž se dojde i chybným ověřením pouze funkcí f(x) = x2 a f(x) = −x2.
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KAPITOLA 7.
Cauchyova rovnice tisíckrát jinak
Připomeňme základní tvar Cauchyovy rovnice:
f : R→ R : f(x + y) = f(x) + f(y).
Pro něj jsme Cauchyovou metodou dokázali vztah f(px) = pf(x) pro p ∈ Q a x ∈ R.
Existuje řešení, které není spojité v žádném bodě a jehož graf se rozprostírá po celé
rovině. Abychom dostali „rozumnéÿ řešení, musíme přidat ještě nějaké podmínky. Násle-
dující příklady ukazují, jakého typu mohou podmínky být.
Příklad 27. Najděte všechny rostoucí funkce f : R → R splňující pro všechna x,
y ∈ R rovnici
f(x + y) = f(x) + f(y).
Řešení. Z kapitoly Cauchyova metoda víme, že pro p racionální platí f(p) = cp, kde
c = f(1) je konstanta. Rostoucí f splňuje implikaci
p1 < p2 ⇒ f(p1) ≤ f(p2),
neboli cp1 ≤ cp2 a dostáváme c ≥ 0. Zafixujme si nyní (nezápornou) konstantu c. Z před-
pokladu, že hledáme f rostoucí, ukážeme, že už i pro každé x ∈ R platí f(x) = cx. To se
nahlédne snadno. Pro každé ε > 0 umíme najít q ∈ Q tak, že ε > x− q > 0. Potom
f(x) = f
(
q + (x− q)) = f(q) + f(x− q) > f(q) + f(0) = f(q) = cq > c(x− ε).
Protože můžeme zvolit ε libovolně malé, platí nerovnost f(x) ≥ cx. Analogicky se dokáže
f(x) ≤ cx, a proto je nutně f(x) = cx.
Příklad 28. Najděte funkce f : R → R omezené na intervalu 〈a, b〉 a splňující pro
všechna x, y ∈ R rovnici
f(x + y) = f(x) + f(y).
Řešení. Nejprve ukážeme, že funkční hodnoty f(x), f(x + d), f(x + 2d) leží v grafu
funkce na přímce. K tomu stačí dokázat
f(x + d) =
f(x) + f(x + 2d)
2
,
neboli, že funkční hodnota f(x+d) leží přesně mezi funkčními hodnotami f(x) a f(x+2d).
Sledujme následující rovnosti:
f(x) + f(x + 2d) = f(x + (x + 2d)) = f((x + d) + (x + d)) = 2f(x + d).
Po dosazení x + d za x dostáváme, že i funkční hodnoty f(x + d), f(x + 2d), f(x +
3d) leží v grafu funkce na jedné přímce, a tedy všechny čtyři hodnoty f(x), f(x + d),
f(x+ 2d), f(x+ 3d) leží na jedné přímce. Opakováním tohoto postupu zjistíme, že každá
hodnota f(x + md), m ∈ Z, leží v grafu funkce na jedné přímce určené hodnotami
f(x) a f(x + d). Pomocí právě dokázané linearity ukážeme, že pokud neleží všechny
funkční hodnoty na jedné přímce, tak nemůže být funkce f na intervalu 〈a, b〉 omezená.
Nechť f je na 〈a, b〉 omezená shora12 konstantou M > 0. Pro spor předpokládejme, že
12Omezená funkce je vždy omezená shora i zdola. Nám bude k řešení stačit omezenost shora.
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existuje číslo x takové, že f(x) = cxx, f(a) = caa a 0 < ca < cx (pro ca > cx by
se důkaz dělal obdobně). Najděme teď p ∈ Q tak, že px ∈
(
a, a + cxa−f(a)3(M−f(a)) (b− a)
〉
.
Tento nevzhledný vztah zaručuje, že bod a+n(px− a) leží v intervalu (a, b〉 a že funkční
hodnota f(a+n(px−a)) „stihneÿ vystoupat nad mez M pro n =
⌈
2M−f(a)
f(px)−f(a)
⌉
. Pokud totiž
px ∈
(
a, a + cxa−f(a)3(M−f(a)) (b− a)
〉
, pak px−a ∈
(
0, f(px)−f(a)3(M−f(a)) (b− a)
〉
a n(px−a) ∈ (0, b−a).
a bx
M
f(x)
f(a)
px
f(px)
f
(
a + n(px− a)
)
a + n(px− a)
Potom tedy
f
(
a + n(px− a)) = n(f(px)− f(a))+ f(a) =
=
⌈
2M − f(a)
f(px)− f(a)
⌉ (
f(px)− f(a))+ f(a) ≥ 2M − f(a) + f(a) > M.
Tím jsme našli y = a + n(px− a), pro které y ∈ 〈a, b〉 a f(y) > M , což je spor.
Příklad 29. Najděte všechny funkce f : R → R spojité v bodě a ∈ R splňující pro
všechna x, y ∈ R rovnici
f(x + y) = f(x) + f(y).
Řešení. Spojitost v bodě a je z definice fakt, že pro libovolné ε > 0 existuje δ > 0
takové, že pro všechna x ∈ (a− δ, a + δ) je f(x) ∈ (f(a)− ε, f(a) + ε). To ale znamená,
že je f omezená na nějakém intervalu (a− δ, a+ δ), čímž jsme dostali zadání předchozího
příkladu. Stejně jako v předchozím příkladě bychom odvodili, že řešením jsou všechny
funkce tvaru f(x) = cx, kde c ∈ R.
Příklad 30. Najděte funkce f : R → R, pro které existuje limita lim
x→0
f(x)
x = c a
které splňují rovnici
f(x + y) = f(x) + f(y).
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Řešení. Platí
lim
x→0
f(x) = lim
x→0
f(x) · x
x
= lim
x→0
f(x)
x
· x = lim
x→0
f(x)
x
· lim
x→0
x = c · 0 = 0.
Funkce f má v 0 limitu, je tedy v 0 spojitá, takže je na nějakém okolí 0 omezená, a s
odkazem na předchozí příklad může mít pouze řešení tvaru f(x) = c′x. Zbývá ukázat, že
platí c = c′. Zřejmě pro kterékoli řešení f(x) = c′x je
lim
x→0
f(x)
x
=
c′x
x
= c′,
a díky rovnosti s limitou ze zadání musí být c = c′. Pro dané c je f(x) = cx jediným
řešením.
Měřitelná řešení Cauchyovy rovnice
Tato sekce je určena spíše pro vysokoškolské studenty, protože obsahuje netriviální pojmy
jako hustá množina v R2, měřitelná funkce, Lebesgueova míra λ. Definice těchto pojmů
najdete například v publikaci [4].
Než přistoupím ke stěžejnímu příkladu, uvedu pojem stejnolehlost a dvě lemmata o
grafu funkce řešící Cauchyovu rovnici.
Definice. Stejnolehlost H
(
[s, t], k
)
se středem v bodě [s, t] a koeficientem k ∈ R\{0}
aplikovaná na množinu A ⊂ R2 je zobrazení A→ R2, které bodu [v, w] přiřadí bod
[s + k(v − s), t + k(w − t)].
Lemma 1. Buď f : R → R funkce řešící Cauchyho rovnici. Buďte body A = [a, f(a)],
B = [b, f(b)] body grafu f . Na přímce určené body A a B je průnik této přímky a grafu
f její hustá podmnožina.
Důkaz. Aplikováním dříve odvozeného vzorce f(qx) = qf(x), q ∈ Q, x ∈ R, dostáváme
f
(
a + q(b− a)) = f(a) + f(q(b− a)) = f(a) + qf(b− a), (8)
množina M =
{[
x, f(x)
]
, x ∈ R
}
∩ {přímka AB} je hustá podmnožina přímky AB.
Lemma 2. Buď f : R → R funkce řešící Cauchyho rovnici a nějaké nenulové q ∈ Q.
Stejnolehlost H
(
[a, f(a)], q
)
se středem v libovolném bodě [a, f(a)] grafu f zobrazí tento
graf sám na sebe.
Důkaz. Buď [b, f(b)] další bod grafu f . Podle rovnice (8) z lemmatu 1. leží v grafu funkce
f i bod
[
a+q(b−a), f(a)+q(f(b)−f(a))], a to je přesně bod zobrazený ve stejnolehlosti
H
(
[a, f(a)], q
)
. Zobrazení H je tedy očividně prosté a do grafu f . Inverzním zobrazením
k H je zřejmě stejnolehlost H
(
[a, f(a)], 1/q
)
, která je též prostá a zobrazí opět graf f do
sebe. Proto je každá uvedená stejnolehlost bijekcí a zobrazuje graf f na sebe.
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Příklad 31. Nechť měřitelná funkce f : R→ R splňuje rovnici f(x+ y) = f(x) + f(y).
Potom existuje a ∈ R tak, že platí f(x) = ax pro x ∈ R.
Řešení. Řešení si rozdělíme na dvě části. V první dokážeme, že pokud není řešení Cau-
chyovy rovnice tvaru f(x) = ax, pak je množina
[
x, f(x)
]
hustá v R2. Ve druhé dokážeme,
že pokud je graf f hustá podmnožina R2 a f splňuje Cauchyovu rovnici, pak není funkce
měřitelná.
Pokud není f(x) = ax, pak existují x1, x2 tak, že body
[
0, 0
]
,
[
x1, f(x1)
]
,
[
x2, f(x2)
]
neleží na jedné přímce. Označme p přímku určenou body
[
x1, f(x1)
]
,
[
x2, f(x2)
]
. Podle
lemmatu 1. je na ní graf f hustý. Nechť B(c, r) je libovolná koule v rovině. Ukážeme, že
existuje
[
x, f(x)
] ∈ B. Existuje q ∈ Q tak, že průnik přímky procházející body [0, 0] a[
x1 + q(x2 − x1), f
(
x1 + q(x2 − x1)
)]
s koulí B je neprázdný. Graf funkce f je hustý i
na nalezené přímce protínající B, proto existuje [x, f(x)] ∈ B. V libovolné kouli v rovině
leží nějaký bod grafu, proto je graf hustý v R2. Označme λ
(
f−1
(
[−1, 1]) ∩ [0, 1]) =
α. Ukážeme α > 0. Množina N ′ :=
{[
x, f(x)
]
: f(x) ∈ [−2, 2], x ∈ [0, 2]
}
vznikne
stejnolehlostí13 z množiny N :=
{[
x, f(x)
]
: f(x) ∈ [−1, 1], x ∈ [0, 1]
}
s koeficientem 2,
proto nutně
λ
(
f−1
(
[−2, 2]) ∩ [0, 2]) = 2λ(f−1([−1, 1]) ∩ [0, 1]) = 2α.
Stejně dostaneme
λ
(
f−1
(
[−n, n]) ∩ [0, n]) = nα.
Protože λ
(
f−1(R) ∩ R+0
)
= ∞ a
λ
(
f−1(R) ∩ R+0
)
= lim
n→∞λ
(
f−1
(
[−n, n]) ∩ [0, n]) = lim
n→∞nα = ∞,
je α > 0.
Z předchozích faktů teď odvodíme λ
(
f−1(R)∩[0, 2]) = ∞, což bude spor, neboť zřejmě
λ
(
f−1(R) ∩ [0, 2]) ≤ λ([0, 2]) = 2.
Protože je graf f hustá podmnožina R2, umíme sestrojit posloupnost {xn}∞n=1 takovou, že[
xn, f(xn)
] ∈ (0, 1)× (5n, 5n+1). Zobrazme N ′ ve stejnolehlosti s koeficientem 0.5 podle
bodů
[
xn, f(xn)
]
do množin Nn. Protože zobrazení vzniklé složením dvou stejnolehlostí s
opačnými koeficienty (2 a 0.5) a různými středy je posunutí o polovinu vektoru určeného
středy těchto stejnolehlostí, je pro každé n množina Nn nějakým posunutím množiny N .
Díky volbě bodů
[
xn, f(xn)
]
jsou navíc množiny Nn po dvou disjunktní – svislá složka vn
vektoru posunutí množiny N na Nn je rovna vn = xn/2 ∈ (5/2n, 5/2n + 1/2), proto je
vn+1 > vn a vektory všech posunutí se tedy liší dostatečně na to, aby byly Nn disjunktní.
13Stejnolehlost H
(
[0, 0], 2
)
zřejmě podle lemmatu 2. zobrazí množinu N na N ′.
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Označme P množinu všech x-ových souřadnic bodů z N , analogicky označme Pn pro
Nn. Protože Nn vzniklo z N posunutím, je
λ(Pn) = λ(P ) = λ
(
f−1
(
[−1, 1]) ∩ [0, 1]) = α.
Pro všechna n ale platí Pn ⊂ [0, 2]. Množiny Pn jsou navíc po dvou disjunktní, protože
zobrazení g : x → [x, f(x)] je bijekce, každému bodu [x, f(x)] odpovídá jiný bod x a
množiny g−1(Nn) jsou tedy pro různá n disjunktní (Je totiž Pn = g−1(Nn)). Nerovnost
λ
(
f−1(R) ∩ [0, 2]) ≥ λ( ∞⋃
n=1
Pn
)
=
∞∑
n=1
λ(Pn) =
∞∑
n=1
α = ∞
dává konečně kýžený spor.
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KAPITOLA 8.
Řešení vybraných obtížných rovnic
Příklad 32. Zkonstruujte funkci f : Q+ → Q+ vyhovující funkcionální rovnici
f
(
xf(y)
)
=
f(x)
y
pro všechna x, y ∈ Q+. (9)
(IMO 1990, příklad B1)
Řešení. Pro různé hodnoty y1 6= y2 je
f
(
xf(y1)
)
=
f(x)
y1
6= f(x)
y2
= f
(
xf(y2)
)
,
proto nutně f(y1) 6= f(y2) a funkce je prostá. Změnou y dokážeme navíc na pravé straně
rovnice (9) vytvořit libovolnou racionální hodnotu, funkce nabývá všech hodnot, a je to
bijekce. Dosazením [1, 1f(1) ] dostaneme(
f(1) =
)
f
(
1
f(1)
· f(1)
)
= f
(
1
f(1)
)
,
odkud z faktu, že f je bijekce, jasně plyne rovnost argumentů 1 = 1f(1) a tedy f(1) = 1.
Dosazení [1, x] ukáže
f
(
f(x)
)
=
f(1)
x
=
1
x
, (10)
a nakonec pomocí trojice rovnic [1, xy] v (10), samotná (10) a [f(x), y] do zadání získáme
rovnost
f
(
f(xy)
)
[1,xy]
=
1
xy
=
1
x
· 1
y
(10)
= f(f(x)) · 1
y
=
f(f(x))
y
[f(x),y]
= f
(
f(x)f(y)
)
,
z čehož díky prostotě funkce f dostáváme
f(xy) = f(x)f(y).
V zadání není nic řečeno o nalezení všech funkcí vyhovujících rovnici, proto stačí najít
jednu. Ze vztahu f(xy) = f(x)f(y) plyne, že stačí najít funkční hodnoty čísel tvaru p
a 1p , protože ostatní racionální čísla dostaneme nějakým součinem těchto racionálních
„prvočíselÿ. Z (10) víme, že pro každé prvočíslo platí f(f(p)) = 1/p. Vezměme nějaké
prvočíslo p a zkusme položit f(p) = q (q je taky prvočíslo). Potom z (10) dále plyne
f(p) = q, f(q) =
1
p
, f
(
1
p
)
=
1
q
a f
(
1
q
)
= p.
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Konstrukce potřebné funkce.
Vezměme si posloupnost prvočísel p1, p2, . . . tak, aby v ní byla všechna prvočísla. Funkci
f definujme následovně:
f(p2k−1) = p2k, f(p2k) =
1
p2k−1
, f
(
1
p2k−1
)
=
1
p2k
, f
(
1
p2k
)
= p2k−1 ,
f
(
p
αn1
n1 p
αn2
n2 · · · pαnxnx
p
βm1
m1 p
βm2
m2 · · · pβmymy
)
=
fαn1 (pn1) f
αn2 (pn2) · · · fαnx (pnx)
fβm1 (pm1) f
βm2 (pm2) · · · fβmy
(
pmy
) , f(1) = 1.
Takto jsme definovali funkci pro všechna racionální čísla. Dále je jasné, že splňuje
f
(
f(y)
)
=
1
y
i f(xy) = f(x)f(y),
tudíž pro ni platí
f(xf(y)) = f(x)f(f(y)) =
f(x)
y
,
což je přesně rovnice ze zadání.
Příklad 33. Najděte všechny funkce R→ R takové, že splňují f(x2 +f(y)) = y+f(x)2
pro všechny dvojice x, y. (IMO 1992, příklad A2)
Řešení. Pravá strana rovnice nabývá pro různé hodnoty y různých hodnot, proto musí
i levá strana nabývat různých hodnot a ve finále musí f(y) uvnitř argumentu nabývat
různých hodnot, tudíž je f prostá. Protože navíc f(x2 + f(y)) nabývá všech hodnot, je f
bijekce.
Nyní ukážeme f(0) = 0. Jednoduše dostaneme f(f(0)) = f(0)2, f(f(1)) = 1 + f(0)2 a
f(1 + f(0)) = f(1)2. Spočítejme f(f(1)2 + f(0)2) dvěma cestami:
f(f(1)2 + f(0)2) = f(f(1)2 + f(f(0))) = f(0) + f(f(1))2 = f(0) + (1 + f(0)2)2 =
= 1 + f(0) + 2f(0)2 + f(0)4
f(f(0)2 + f(1)2) = f(f(0)2 + f(1 + f(0)) = 1 + f(0) + f(f(0))2 = 1 + f(0) + f(0)4
Odtud f(0) = 0.
Dále ukážeme, že f je rostoucí. Vezměme libovolná z1, z2 ∈ R, z1 < z2. Protože je
f bijekce, existuje y1 tak, aby f(y1) = z1. Vezměme navíc ještě x1 tak, aby splňovalo
z2 = x21 + z1. Potom
f(z1) = f(f(y1)) = y1 < y1 + f(x1)
2 = f(x21 + f(y1)) = f(x
2
1 + z1) = f(z2),
čili f(z1) < f(z2). Nakonec nám f(0) = 0 dá f(f(y)) = y a růst funkce vyloučí špatné
možnosti:
y < f(y) ⇒ f(y) < f((y)), čili y 6= f(f(y))
y > f(y) ⇒ f(y) > f((y)), čili y 6= f(f(y))
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Zbývá jediná možnost f(x) = x, která projde úspěšně zkouškou, jak by se snadno ukázalo.
Příklad 34. Najděte všechna řešení f : R→ R rovnice
f
(
x− f(y)) = f(f(y)) + xf(y) + f(x)− 1.
Řešení. Označme f(0) = c a A obor hodnot funkce f . Pro všechna a1, a2 ∈ A dostaneme
substitucí x = a1 a f(y) = a2 vztah
f(a1 − a2) = f(a2) + a1a2 + f(a1)− 1. (11)
Volbou a1 = a2 = a ∈ A dostaneme
f(a− a) = f(a) + a2 + f(a)− 1,
což dá po úpravě
f(a) =
1 + c
2
− a
2
2
. (12)
V dalším kroku ukážeme, že pro každé x ∈ R existují a1, a2 ∈ A tak, že x = a1 − a2.
Toho pak využijeme při úpravě f(x).
Při dosazení [x, 0] do zadání si všimněme, že c = f(0) 6= 0 (pro c = 0 by se všechno
odečetlo a zbylo by 0 = 1):
f(x− c) = f(c) + cx + f(x)− 1, x ∈ R.
Tato rovnice jde však přepsat do tvaru
f(x− c)− f(x) = f(c) + cx− 1,
který je pro řešení úlohy velmi významný. Protože je c 6= 0, nabývá pro x ∈ R pravá
strana rovnice všech reálných hodnot a levá strana rovnice má přesně tvar a1 − a2, kde
a1, a2 ∈ A. Proto lze každé x ∈ R psát v potřebném tvaru x = a1 − a2.
Vezměme si tedy libovolné x ∈ R, najděme pro něj příslušná a1, a2 ∈ A, a počítejme:
f(x) = f(a1 − a2) (11)=
{
f(a2)
}
+ a1a2 +
{
f(a1)
}
− 1 (12)=
=
{
1 + c
2
− a
2
2
2
}
+ a1a2 +
{
1 + c
2
− a
2
1
2
}
− 1 =
= c− a
2
1 − 2a1a2 + a22
2
= c− x
2
2
.
Právě nalezený vztah spolu s (12) dá c = 1, a dosazením již jediné možné funkce f(x) =
1− x2/2 do zadání ověříme, že rovnici vyhovuje.
Příklad 35. Nalezněte všechny funkce f : R→ R, pro které platí(
f(x + y)− f(x− y))2 = f(x)f(y) pro všechna x, y ∈ R.
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(Řešitelský seminář 2008)
Řešení. Dosazením [0, 0] obdržíme(
f(0)− f(0))2 = f2(0),
odtud f(0) = 0. Volbou [0, x] z rovnice(
f(x)− f(−x))2 = f(0)f(x)
dostaneme formuli f(x) = f(−x), funkce f je sudá. Pro všechna x ∈ R je buď f(x) ≥ 0
anebo f(x) ≤ 0. Kdyby totiž existovaly proměnné x1 a x2 tak, že f(x1) > 0 a f(x2) < 0,
bylo by
0 > f(x1)f(x2) =
(
f(x1 + x2)− f(x1 − x2)
)2 ≥ 0, spor.
Dosaďme [x, x], ze vztahu (
f(2x)− f(0))2 = f(x)f(x)
dostaneme f(2x) = ±f(x), a protože mají f(x) a f(2x) stejné znaménko, je f(2x) = f(x).
Blížíme se k závěru. Jedna z posledních substitucí [3x, x] dá(
f(4x)− f(2x))2 = f(3x)f(x),
a protože f(4x) = f(2x), je f(3x)f(x) = 0. Aspoň jedno z čísel f(x) a f(3x) má tedy
pro každé x hodnotu 0. Ukážeme teď, že f(x) = 0 pro všechna x ∈ R. Pro spor předpo-
kládejme, že f(3x) 6= 0 pro nějaké x. Potom f(x) = 0 a při substituci [2x, x] dostáváme
rovnici (
f(3x)− f(x))2 = f(2x)f(x),
kterou upravíme na f(3x) = 0. Rovnici tedy řeší jen identicky nulová funkce f(x) = 0.
Příklad 36. Nalezněte všechny funkce f : R→ R splňující vztah(
f(x) + f(y)
)(
f(u) + f(v)
)
= f(xu− yv) + f(xv + yu) pro všechna x, y, u, v ∈ R.
(IMO 2002, příklad B2)
Řešení. Řešeními jsou funkce f(x) = 0, f(x) = 1/2 a f(x) = x2, což nyní dokážeme.
Položením x = y = 0, u = v obdržíme
4f(0)f(u) = 2f(0),
a tedy buď f(u) = 1/2 pro všechna u ∈ R, nebo f(0) = 0. Funkce f(x) = 1/2 je řešením
rovnice, jiná řešení musí mít f(0) = 0. Dosazením y = v = 0 dostáváme
f(x)f(u) = f(xu). (13)
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Pokud navíc v této rovnici dáme x = u = 1, je f(1)2 = f(1), možné případy jsou f(1) = 0
a f(1) = 1. Předpokládejme nejdříve f(1) = 0. Potom dosazení x = y = 1, v = 0 dává
0 = 2f(u), a zkouškou lehce ověříme, že f(x) = 0 je řešením. Předpokládejme od teď už
jen f(1) = 1.
Volba x = 0, u = v = 1 ukáže 2f(y) = f(y) + f(−y), funkce je sudá, úlohu stačí
dořešit pro x ≥ 0. Nyní ukážeme, že pro q ∈ Q platí f(q) = q2. K tomu nejdříve indukcí
nahlédneme, že f(n) = n2, n ∈ N0.
Pro n = 0 a n = 1 vztah f(n) = n2 platí. Předpokládejme teď, že platí pro čísla n− 1
a n. Položením y = n, x = u = v = 1 získáváme
2f(n) + 2 = f(n− 1) + f(n + 1),
s použitím předpokladů f(n− 1) = (n− 1)2 a f(n) = n2 vychází
f(n + 1) = 2f(n) + 2− f(n− 1) = 2n2 + 2− (n− 1)2 = (n + 1)2.
Vztah f(n) = n2 platí pro všechná nezáporná celá čísla. A konečně dosazení hodnot
x = n, u = m/n do (13) dává f(n)f(m/n) = f(m), neboli
f
(m
n
)
=
f(m)
f(n)
=
m2
n2
.
Díky sudosti tento výsledek říká f(q) = q2 pro q ∈ Q.
Z (13) pro u = x máme f(x2) = f(x2) ≥ 0, f(x) je nezáporná na nezáporných číslech
(číslech tvaru x2) a díky sudosti je nezáporná pro všechna x ∈ R.
Dosaďme u = y, v = x, dostáváme(
f(x) + f(y)
)2
= f(x2 + y2),
a tedy po úpravě
f(x2 + y2) = f(x)2 + 2f(x)f(y) + f(y)2 ≥ f(x)2 = f(x2).
Libovolná kladná čísla a > b > 0 můžeme zapsat ve tvaru a = x2 + y2, b = x2, odtud
f(a) ≥ f(b) a f je neklesající na R+.
Pro každé x ∈ R můžeme nyní vzít posloupnost {rn} čísel, která jsou všechna menší
než x a přitom rn → x. Stejně můžeme vzít posloupnost {sn} racionálních čísl, která jsou
všechna větší než x a sn → x. Protože je f neklesající, platí pak
r2n = f(rn) ≤ f(x) ≤ f(sn) = s2n,
pro každé x ∈ R+ a konečně (s použitím sudosti) dostáváme kýžené f(x) = x2.
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Sbírka dalších příkladů na funkcionální rovnice
Nebude–li řečeno jinak, hledají se reálné funkce definované na celé reálné ose. Příklady
jsou z valné většiny přejaté ze sbírky příkladů k funkcionálním rovnicím pro matematický
kroužek, kterou v roce 2000 sestavil Pavel Podbrdský.
Příklad 37. f(x + y) + 2f(x− y)− 4f(x) + xf(y) = 3y2 − x2 − 2xy + xy2.
Příklad 38. f(x + y) = f(y)ax, a > 0, a 6= 1 je parametr.
Příklad 39. f(x + y) + f(x− y)− f(x) = f(y) + x− y2.
Příklad 40. f(x + y) + f(x− y) = f(x) + 6xy 3√f(y) + x3.
Příklad 41. f(x + y)− 3f(x− y) = x2(f(y) + 1− y2/2)− 2f(x) + y(4x− y).
Příklad 42. f(x)f(x + y) = f2(y)f2(x− y)ay+4, a > 0, a 6= 0 je parametr.
Příklad 43. f(x + y) + 2f(x− y) = 3f(x)− y.
Příklad 44. 2f(x + y) + f(x− y) = f(x)(2ay + a−y), a > 0, a 6= 0 je parametr.
Příklad 45. f(x + y) + f(x− y) = 2f(x) cos y.
Příklad 46. yf(x) + xf(y) = f(x + y).
Příklad 47. f(2x + y) = f(x + 2y)f(x + y).
Příklad 48. f(5x) = f(pix) + x.
Příklad 49. f
(
x2 + f(y)
)
= y + f2(x).
Příklad 50. Najděte všechny funkce f : R+ → R+, pro které f(x) → 0 pro x→∞, a
které vyhovují rovnici
f(xf(y)) = yf(x) pro všechna kladná x, y.
Příklad 51. Nalezněte všechny funkce f : (−1,∞) → (−1,∞), jež splňují podmínky
(a) f
(
x + f(y) + xf(y)
)
= y + f(x) + yf(x) pro všechna x, y > −1,
(b) funkce f(x)/x je rostoucí na (−1, 0) i na (0,∞).
Příklad 52. 2f(x + pi/6) =
√
3f(x) + cosx− sinx, f je omezená.
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Příklad 53. f(xy) = f(x)f(y), f je rostoucí.
Příklad 54. f(xy) = f(x) + f(y), f : R+ → R klesající, x, y > 0.
Příklad 55. f(x + y) = f(x)f(y)f(x)+f(y) , f : R
+ → R+ je spojitá, x, y > 0.
Příklad 56. f(x + y) = f(x)f(y)+1f(x)+f(y) , f : R
+ → R+ je spojitá, x, y > 0.
Příklad 57. f(x + y) + f(x− y) = 2(f(x) + f(y)), f je spojitá.
Příklad 58. f(x + y) + f(x− y) = 2f(x)f(y), f je spojitá.
Příklad 59. f(x) · f(y) + f ( 2008x ) · f( 2008y ) = 2f(x · y), f : R+ → R, f(2008) = 1.
Náznaky řešení některých příkladů ze sbírky a návody
37. Dosazení [x, 0], zkouška řešení f(x) = x2 + cx. Výsledek: f(x) = x2. 38. Dosazení
[x, 0], zkouška správnosti řešení f(x) = cax. Výsledek: f(x) = cax, c ∈ R. 39. Opět [x, 0],
zkouška f(x) = x+c. Výsledek: nemá řeš. 40. A zase [x, 0], zkouška f(x) = x3. Výsledek:
f(x) = x3. 41. Dosazení [0, y] a [0,−y], zkouška f(y) = y2/2 + c. Výsledek: nemá řeš.
42. Dosazení [0, y], [0,−y] dají f(y)f(−y) = 1, který se použije v substituci [0, y] do
zadání, zkouška f(y) = cay. Výsledek: f(y) = ay−2. 43. Volba [0, y] a [0,−y], odečtení
soustavy, zkouška f(y) = y + c. Výsledek: f(y) = y + c, c ∈ R. 44. Opět volby [0, y],
[0,−y], odečtení soustavy, zkouška f(y) = cay. Výsledek: f(y) = cay, c ∈ R. 45. 46.
Dosazení [x, 0], zkouška f(x) = cx. Výsledek: nemá řeš. 47. Dosazení [x, 0] a [0, x] dají,
že pro každé x ∈ R a n ∈ N je f(2nx) = f(x) = 0 ∨ 1.
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